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ТРИГОНОМЕТРИЯЛЫҚ ФУНКЦИЯЛАРДЫ ИНТЕГРАЛДАУ 

I. 𝑅-рационал функция болсын, онда ∫ 𝑅(𝑠𝑖𝑛 𝑥 , 𝑐𝑜𝑠 𝑥)𝑑𝑥 түріндегі 

интеграл 𝑡 = 𝑡𝑔
𝑥

2
, 𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋) универсал алмастыруы арқылы 𝑡-ға қарай 

рационал функцияға түрлендіріледі: 

𝑠𝑖𝑛 𝑥 =
2𝑡

1 + 𝑡2
,      𝑐𝑜𝑠 𝑥 =

1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
, 𝑥     = 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑡,      𝑑𝑥 =

2𝑑𝑡

1 + 𝑡2
 . 

 МЫСАЛ. ∫
𝑑𝑥

3+5𝑠𝑖𝑛𝑥+3𝑐𝑜𝑠𝑥
 интегралды есептейік. Жоғарыдағы алмастыруды 

қолданамыз. 

∫
𝑑𝑥

3 + 5𝑠𝑖𝑛𝑥 + 3𝑐𝑜𝑠𝑥
=

|

|
𝑠𝑖𝑛𝑥 =

2𝑡

1 + 𝑡2

𝑐𝑜𝑠𝑥 =
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2

𝑑𝑥 =
2𝑑𝑡

1 + 𝑡2
 

|

|

= ∫

2𝑑𝑡
1 + 𝑡2

3 +
10𝑡

1 + 𝑡2 +
3(1 − 𝑡2)

1 + 𝑡2

= 

= 2 ∫
𝑑𝑡

10𝑡 + 6
= ∫

𝑑𝑡

5𝑡 + 3
=

1

5
ln|5𝑡 + 3| + 𝐶 =

1

5
𝑙𝑛|5𝑡𝑔

𝑥

2
+ 3| + 𝐶. 

 

ІІ. Интеграл астындағы функция 𝑅 төмендегі шарттарды қанағат-

тандырса: 

1) 𝑅(𝑠𝑖𝑛 𝑥 , 𝑐𝑜𝑠 𝑥) функциясы 𝑠𝑖𝑛 𝑥 бойынша тақ функциясы.  

2) 𝑅(𝑠𝑖𝑛 𝑥 , 𝑐𝑜𝑠 𝑥) функциясы 𝑐𝑜𝑠 𝑥 бойынша тақ функциясы. 

3) 𝑅(𝑠𝑖𝑛 𝑥 , 𝑐𝑜𝑠 𝑥) функциясы 𝑐𝑜𝑠 𝑥 және 𝑠𝑖𝑛 𝑥 бойынша жұп функциясы 

болса, онда әр жағдайға сай алмастыруын жасау керек. 

МЫСАЛ. ∫
𝑐𝑜𝑠3𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥+𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥 интегралды есептейік. 𝑡 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 алмастыруын 

қолданамыз: 

∫
𝑐𝑜𝑠3𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥 = ∫

𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥
= |

 
 

 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥
 

| = 

= ∫
(1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥
= |

𝑡 = 𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑡 = 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 

 

| = ∫
(1 − 𝑡2)𝑑𝑡

𝑡2 + 𝑡
= 

= ∫
(1 − 𝑡)(1 + 𝑡)𝑑𝑡

𝑡(𝑡 + 1)
= ∫

(1 − 𝑡)𝑑𝑡

𝑡
= 

= ∫ (
1

𝑡
− 1) 𝑑𝑡 = 𝑙𝑛|𝑡| − 𝑡 + 𝐶 = 𝑙𝑛|𝑠𝑖𝑛𝑥| − 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝐶. 
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Қайсыбір жағдайларда белгілі 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 формуланы және 

жасанды түрлендіруді қолданып интегралдау тиімді. 

  МЫСАЛ. ∫
𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛4𝑥
 интегралды есептейік. 

∫
𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛4𝑥
= ∫

1

𝑠𝑖𝑛4𝑥
𝑑𝑥 = ∫

𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑠𝑖𝑛4𝑥
𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥
+ ∫

𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑠𝑖𝑛4𝑥
𝑑𝑥 = 

= ∫
𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥
+ ∫

𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥
= ∫

𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥
− ∫ 𝑐𝑡𝑔2𝑥 𝑑(𝑐𝑡𝑔𝑥) = −𝑐𝑡𝑔𝑥 −

𝑐𝑡𝑔3𝑥

3
+ 𝐶. 

 

ІІІ. ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑚 𝑥 ⋅ 𝑠𝑖𝑛𝑛 𝑥 𝑑𝑥, 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑍.  

1 жағдай. 𝑚, 𝑛– көрсеткіштерінің біреуі тақ оң сан болса,  

2 жағдай. 𝑚, 𝑛 – көрсеткіштері жұп оң сандар болса,  

онда интеграл астындағы функцияның дәрежесін төмендетіп, интегралдау керек: 

𝑠𝑖𝑛2𝑥 =
1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
;       𝑐𝑜𝑠2𝑥 =

1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
. 

 

МЫСАЛ. ∫ 𝑠𝑖𝑛4𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑑𝑥 интегралды интеграл астындағы функцияның 

дәрежесін төмендетіп есептейік: 

∫ 𝑠𝑖𝑛4𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑑𝑥 = ∫
(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥)2

4
∙

1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
𝑑𝑥 = 

=
1

8
∫(1 − 𝑐𝑜𝑠22𝑥)(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥) 𝑑𝑥 =

1

8
∫ 𝑠𝑖𝑛22𝑥(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥) 𝑑𝑥 = 

=
1

8
∫ 𝑠𝑖𝑛22𝑥 𝑑𝑥 −

1

8
∫ 𝑠𝑖𝑛22𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑑𝑥 = 

=
1

16
∫(1 − 𝑐𝑜𝑠4𝑥) 𝑑𝑥 −

1

16
∫ 𝑠𝑖𝑛22𝑥 𝑑(𝑠𝑖𝑛2𝑥) =

𝑥

16
−

𝑠𝑖𝑛4𝑥

64
−

𝑠𝑖𝑛32𝑥

48
+ 𝐶. 

 

IV. ∫ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑥𝑑𝑥, ∫ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑥𝑑𝑥, ∫ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑥𝑑𝑥. Интеграл 

астындағы функцияны төмендегі формулалармен түрлендіру керек: 

𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽 =
1

2
[𝑠𝑖𝑛( 𝛼 + 𝛽) + 𝑠𝑖𝑛( 𝛼 − 𝛽)]; 

𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽 =
1

2
[𝑐𝑜𝑠( 𝛼 + 𝛽) + 𝑐𝑜𝑠( 𝛼 − 𝛽)]; 

𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛽 =
1

2
[𝑐𝑜𝑠( 𝛼 − 𝛽) − 𝑐𝑜𝑠( 𝛼 + 𝛽)]. 
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МЫСАЛ. ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑠𝑖𝑛3𝑥𝑑𝑥 интегралды есептейік. Алдымен 

𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛3𝑥 =
1

2
[𝑐𝑜𝑠(𝑥 − 3𝑥) − 𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 3𝑥)] =

1

2
[𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑐𝑜𝑠4𝑥] 

алмастыруды жасап, осыдан: 

∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛2𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛3𝑥𝑑𝑥 =
1

2
∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥 ∙ [𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑐𝑜𝑠4𝑥]𝑑𝑥 = 

=
1

2
∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥 −

1

2
∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠4𝑥𝑑𝑥 = 

=
1

4
∫ 𝑠𝑖𝑛4𝑥𝑑𝑥 −

1

4
∫(𝑠𝑖𝑛6𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥)𝑑𝑥 = 

= −
1

16
𝑐𝑜𝑠4𝑥 +

1

24
𝑐𝑜𝑠6𝑥 −

1

8
𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝐶. 

 

V. Гиперболалық функцияларды интегралдау ∫ 𝑅(𝑠ℎ𝑥, 𝑐ℎ𝑥)𝑑𝑥 интегралы 

𝑡 = 𝑡ℎ
𝑥

2
 алмастыруымен рационалданады.  

Шынында, 

𝑠ℎ𝑥 =
2𝑡

1 − 𝑡2
, 𝑐ℎ𝑥 =

1 + 𝑡2

1 − 𝑡2
, 𝑑𝑥 =

2𝑑𝑡

1 − 𝑡2
 

ескерсек, аламыз: 

∫ 𝑅(𝑠ℎ𝑥, 𝑐ℎ𝑥)𝑑𝑥 = 2 ∫ 𝑅 (
2𝑡

1 − 𝑡2
,
1 + 𝑡2

1 − 𝑡2
)

𝑑𝑡

1 − 𝑡2
. 

МЫСАЛ. ∫
𝑑𝑥

2𝑠ℎ𝑥+3𝑐ℎ𝑥
 интегралды есептейік. 

∫
𝑑𝑥

2𝑠ℎ𝑥 + 3𝑐ℎ𝑥
= ∫

𝑑𝑡
1 − 𝑡2

2 ∙
2𝑡

1 − 𝑡2 + 3 ∙
1 + 𝑡2

1 − 𝑡2

= 2 ∫
𝑑𝑡

3𝑡2 + 4𝑡 + 3
= 

=
2

3
∫

𝑑𝑡

(𝑡 +
2
3)

2

+
5
9

=
6

3√5
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑡 +
2
3

√5
3

+ 𝐶 =
2

√5
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

3𝑡ℎ
𝑥
2

+ 2

√5
+ 𝐶. 
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7-ТАПСЫРМА. Анықталмаған интегралды есептеңіз. 

7.1.  
7.8.  

7.2.  7.9.  

7.3.  7.10.  

7.4.  7.11.  

𝟕. 𝟓. ∫
cos 2𝑥 − cos2 𝑥

sin4 𝑥
𝑑𝑥 7.12.  

7.6.  𝟕. 𝟏𝟑. ∫
cos 2𝑥 + sin2 𝑥

cos4 𝑥
𝑑𝑥 

7.7.  
7.14.  

  




dx
x

x
xx

sin

sin

5
sin3sin 2





dx

xx

tgxx

cossin

52sin5




dx
x

xx
2

3

cos

cos52cos



dx

x

x
2

3

sin

sin31

 dx
x

x
3cos

2sin
 dx

x

x
3sin

2sin

 dx
x

x
2cos

2cos
 dx

x

x
2sin

2cos




dx
xx

ctgx

cossin

 dx
x

tgx

2sin

 xdxctg 2

dx
x

x
 3cos

2sin5
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8-ТАПСЫРМА. Анықталмаған интегралды есептеңіз. 

8.1.  8.7.  

8.2.  8.8.  

8.3.  8.9.  

8.4.  8.10.  

8.5.  8.11.  

8.6.  8.12.  

 

 

  x

dx

cos53   x

dx

sin45

  xx

dx

cossin3   xx

dx

cos5sin10

  xx

dx

cossin23   xx

dx

cos4sin3

  x

dx

cos48   xx

dx

cos7sin48

  xx

dx

cos3sin7  


dx

x

xx

cos1

cossin6

  xx

dx

cos3sin42   xx

dx

cos3sin5


